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Kognitiva verktyg for larande
| matematik — tankekartor och

begreppskartor

Inledning
For en alltfor stor grupp elever dr matematik

det besvirligaste skolimnet att komma till
ritta med. Ldraren finns dar for att stodja och
hjélpa eleven nir det blir svért att gé vidare i
ldrandet. T aktuella rapporter fran PISA-under-
sokningen visar det sig att norska elever ligger
under genomsnittet i matematik i OECD-ldn-
derna. Detta har vickt debatt i stora kretsar
och manga undrar varfor det méste vara sd nir
Norge idr ett land med sd goda resurser mansk-
ligt och materiellt.

Det finns en tradition i matematik for lirare
att diagnosticera sina elever med olika typer
av prov och diagnoser. Dirmed kan lirare
i regel ganska klart peka ut var eleven star i
sin ldrandeprocess och vad som &dnnu inte
ar uppnadda kunskaper. I Norge har omfat-
tande arbete utforts for att utveckla lirares och
elevers mojligheter till diagnoser och att folja
upp dem pé ett meningsfullt sitt och en del av
arbetet dr utgivet i serien ’Kartlegging av mate-
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matikkforstaelse’ utgivet av Leeringssenteret. Se
till exempel Streitlien, Wiik och Brekke [11].1
Norge betonar kursplanen L97 begreppsbild-
ning och begreppslig forstaelse.

Men hur gdr man vidare dirifrdn och hur
kan eleven fa individuell hjilp och stod att ta
ett steg till i utvecklingen? Var kan ldraren fi
hjilp med att vilja ut de tgdrder som ar limp-
liga for just en viss elev med klart fastlagda
svarigheter? Soker man efter litteratur som
lararen kan dra nytta av i en sddan situation
ar det svdrt att finna nagot. Lirares professio-
nella kunskaper dr i hog grad talade eller tysta
kunskaper som fors 6ver med traditioner fran
en generation av larare till nista.

Det finns dock forskning som kan ge upp-
slag om lampliga utvégar for lararen och eleven
i samarbetet. For ldrare finns det i regel inte
tid avsatt att pd egen hand sitta sig in i sddana
forskningsrapporter och dra ut limpliga kon-
sekvenser av dem.

Vad sager forskningen?
Ett exempel som kan nimnas dr Ebbe Mol-

leheds avhandling [9] om problemlésning i
matematik. Han visar att den viktigaste fak-
torn som paverkar eleven nir det giller fram-
gang i att 16sa problem &r formagan att forstd
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texten i uppgiften. Det resultatet stimmer med
flertalet ldrares egna erfarenheter. Men hur ofta
sker aktiviteter i klassrummet med avsikt att fa
eleverna att fokusera pa betydelsen av att forstd
en problemtext? Ytterst fa lirobocker innehdl-
ler 6vningstyper som arbetar med textforstd-
else. Detta dr bara ett exempel péd att minga
vet vad som kréivs men trots det arbetar vi inte
aktivt med uppgiften pa ett sitt som stimmer
med véra kunskaper om problemen.

Ménga forskare anvinder modeller i form
av ndtverk eller kognitiva strukturer dir ny
kunskap kopplas till den tidigare genom lankar
for att beskriva hur kunskapen utvecklas hos
individen (Hiebert & Lefevre [4]; Novak [7]).
Det ligger da nira till hands att anvidnda kog-
nitiva verktyg som anknyter till natverk.

En annan aspekt som ocksé ir vilkiand dr
att det dr svart for elever att sjdlva bygga upp
en struktur och 6verblick 6ver sina kunskaper.
Hir kan larare vara till god hjilp om de forser
eleverna med sddana kognitiva verktyg som
passar for att skapa struktur och visa helhe-
ter. Jag ska ta upp och diskutera ndgra sddana
kognitiva verktyg och deras anvindningsmoj-
ligheter.

Begreppskartor som kognitiva verktyg
Begreppskartor forekommer i manga olika

former, som namn péd bilder som knyter
samman foreteelser och fenomen som kan
associeras till varandra. Det kan vara i form
av en spindelvivsliknande struktur eller i en
hierarkisk struktur. De forra kallas ofta tanke-
kartor (Buzan, [1]). Tankekartans egenskaper
och anvindningsmojligheter kan kort sam-
manfattas s hir:

kan ge skiss av ett omrade oversiktligt
— kan vara en sammanfattning
— kan vara en sjilvdiagnos efter studier

for repetition

— for redovisning
— dr en mental kartbild
— kan knyta samman nyckelord och

begrepp

Begreppskartorna introducerades pd 70-talet
av Joseph Novak [6-8] som ett kraftfullt verk-
tyg for lairande. Egentligen utarbetade Novak
och hans medarbetare fran borjan begrepps-
kartor som ett instrument for att i en samlad
bild sammanfatta huvuddragen i elevers
begreppsuppfattning av det som kom fram i
en forskningsintervju. I ldrarutbildningen har
jag anvint dem for att synliggora och disku-
tera centrala begrepp och hur de utvecklas.
Studenter bedomer verktyget som anvindbart
bade i eget ldrande och i sin egen undervisning
(Grevholm, [2, 3]).

Figur 1, som presenterades pd LUMA 1998
(konferens for lidrarutbildarna i matematik
i Sverige), 4r min begreppskarta éver vad en
begreppskarta dr. Begreppskartan dr en bild
som representerar en persons kunskaper vid
ett visst tillfdlle uttryckta genom pastdenden.
Pastdendena linkar olika begrepp till varan-
dra med hjilp av linkord, som oftast dr verb.
Begreppen ir i regel substantiv. Begreppen
ar hierarkiskt strukturerade i begreppskar-
tan. Lankarna visar hur de olika begreppen
ir forbundna med varandra i ett nitverk, en
kognitiv struktur. Linkorden har en viktig
roll i att ge mening at kartans delar och skiljer
begreppskartor fran tankekartor, dar det i regel
saknas.

Begreppskartor kan anvdndas bade vid
undervisning, inldrning, diagnosticering och
bedomning. De skiljer sig fran tankekartor
genom att de dr byggda av kunskapspéstden-
den och ir hierarkiska. Linkorden dr viktiga
och saknas i regel i en tankekarta. Konstruk-
tion av kunskap dr en komplex produkt av
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Begrepps-

begrepp

som oftas

den minskliga kapaciteten, den kulturella
kontexten och fordndringar i utvecklingen av
relevanta kunskapsstrukturer och verktyg for
att erévra ny kunskap (Novak 1998). Novak
hivdar att begrepp spelar en central roll i bade
larandets psykologi och teorier om kunskap.
Novak definierar ett begrepp som uppfattade
regelbundenheter i hindelser eller objekt och
som vi har infort en etikett eller bendmning
for. Etiketten kan vara ett ord eller en symbol.
Novak har anvidnt begreppskartor som ett
verktyg for att representera strukturer eller
ramverk av begrepp/péstdenden, som har hir-
letts fran kliniska intervjuer eller konstruerats
av lirande subjekt. Begreppskartor har visat
sig vara anvdndbara verktyg vid planering av
undervisning och for att hjdlpa studenter att
ldra sig hur man lar.
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nds till

natverk av
proposition,
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metakognitiva
reflektioner

associationer

Nagra exempel pa
begreppskartor i matematik

Figur 2 dr ett exempel pd en begreppskarta
som ritats av en matematikldrare i Sverige,
som deltog i en workshop om begreppskar-
tor. Lararen hade aldrig tidigare ritat sddana
kartor. Andra ldrare ritade kartor som till stora
delar liknade den hir, sd den dr pa intet sitt
specifik. Vad kan jag da ldsa ut ur denna karta?
For det forsta ser jag att liraren ritar in fler
begrepp 4n vad jag brukar fa frdn mina larar-
studerande. Ett sidant exempel dr olosbar, som
egenskap for en ekvation. Kanske ser vi ocksd
att ldraren dr mest inriktad pa polynomekva-
tioner eftersom hon tar upp att ekvationer kan
vara av olika grad. Det 4r vanligt att lararstu-
derande dr mera kategoriska och skriver “har
olika grad’. De glommer da helt bort att de 16st
manga andra typer av ekvationer sdsom tri-
gonometriska, exponentiella osv. Nér exempel
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Figur 2

ndmns blir det oftast sidana som varit kun-
skaper linge hos den som ritar, alltsa de forsta
mera grundliggande kunskaperna mera ofta
dn de mest farska. Vi ser dven att liraren ar
medveten om till vad ekvationer kan anvindas
och att de kan beskriva olika skeenden. Det ar
mindre vanligt att elever visar fram den sor-
tens overgripande kunskaper. Liraren ger dven
exempel pd tre olika sitt att losa ekvationer
och visar dven dir prov pa god 6verblick. Inga
irrelevanta eller triviala pdstdenden finns med,
vilket kan forekomma hos yngre elever som har
svart att fokusera pé visentligheterna.

Vi kan jaimfora denna karta med en som &r
ritad av en ldrarstuderande nio manader efter
att hon avslutat sina kurser i matematik (F6
9912, figur 3).

Vi finner manga gemensamma element
i kartorna. Bada siger att en ekvation ir en
likhet som innehéller variabler eller okinda.
Bada talar om att det kan finnas en eller flera
l6sningar. Vilka skillnader finns det? Den

Ekvation

kan an-
vaendas

algebraiskt

lararstuderande har vissa triviala pastienden
som att den okidnda kallas x, y eller z. Den
lararstuderande drar in begreppet ekvations-
system, som ingdr i kursen i funktionslira for
dem. Hon skriver ocksa om losningsmetoder,
men kopplar 16sningsmetoder for ekvations-
system till ekvationer istillet for ekvations-
system. Hir ser vi alltsd kopplingar som bor
strukturers om. Av metoder for att 19sa ekva-
tioner nimner hon enbart grafisk och gissa och
prova. Hon har givetvis 1ost ekvationer bade
algebraiskt och numeriskt, men de kunska-
perna kommer inte fram vid det har tillfillet.
Nir den ldrarstuderande fick rita om sin karta
ett halvt ar senare sdg den ut som i figur 4.
Nu har bilden fatt en bittre struktur. Ekva-
tionssystem och deras losningsmetoder dr rétt
hopkopplade. Losningsmetoder for ekvationer
har blivit faktorisering och provning, fortfa-
rande lite ofullstindigt. Men den ldrarstu-
derande nidmner fortfarande ingenting om
vad ekvationer kan anvindas till. Begreppet
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okind har utgétt till férmén f6r variabel och
hon talar fortfarande om att de brukar kallas
x, y eller z. Under tiden som gatt frdn decem-
ber 1999 till juni 2000 hade denna lararstude-
rande inga kurser i matematik och heller inte
nagon skolpraktik i matematik. Trots det har
det hint ndgot med hennes begreppsstruktur,
den har forfinats och blivit mer logisk och
tydlig. Hennes matematiska sprak har forbatt-
rats. Detta dr tydligt dven f6r andra studenter,
vars kartor jag studerat. Det tyder pa att det
hinder ndgot med begreppsstrukturen dven
dé den ldarande inte aktivt arbetar med dmnet.
Det ér en spinnande observation, som det vore
intressant att veta mer om.

Nér ar en begreppskarta
en bra begreppskarta?
For den individ som ritar kartan ir den alltid

rtt i den meningen att den utgor den bild av
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begreppsstrukturen som individen har just
da. For en ldrare kan ddremot kartan signa-
lera sddana observationer som jag har beskri-
vit ovan. Kanske ser man att vissa underbe-
grepp saknas. Kanske dr vissa kopplingar lite
mirkliga och kan behova ifrigasittas. Kanske
ar vissa delar ofullstindiga. I samtal mellan
larare och elev om en karta kan sddana ting
komma fram. Eleven kan fa uppgifter som gor
det mojligt att tilldgna sig den kunskap som &r
ofullstindig eller saknas helt. Om vissa kopp-
lingar dr markliga behover det kanske utma-
nas i en problemsituation? Det &r alltsd inte sd
fruktbart att tinka i termer av en bra karta. En
karta ska vara en bild av hur den ritande just da
uppfattar sin begreppsstruktur. Och en karta
ska vara ens egen. Lirarens kartor bor nog inte
anviandas som instrument i undervisningen.
Eleven ska rita sd som hon har konstruerat sin
egen kunskap, allt i konstruktivistisk anda.
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Diremot kan det vara fruktbart for elever att
jamfora sina kartor och stélla frdgor om vad
som skiljer och forenar.

Hur kan begreppskartor anvandas?

I litteraturen finns beskrivet en rad olika sitt
att anvinda begreppskartor (Novak 1998). Vid
starten av ett nytt avsnitt kan ldraren inleda

med en kartldggning av elevernas forkunska-
per genom att de far beritta allt de vet genom
péastdenden. Dessa kan skrivas upp pa tavlan
och direfter sammanfogas i en begrepps-
karta. Kartan blir ett synligt bevis pé klassens
utgangslidge infor nya kunskaper. Efter det att
klassen arbetat igenom det nya avsnittet kan
en ny karta ritas. Jimforelse med den tidi-

den lineéra
ekvationen

kan skapa_| ekvations- kan h
system

kochm &r
konstanter
kan
visa i ett koordingt-
system

ingen eller fldra
|[6sningar
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andra grad
tredje grad }.

substitutions-
metoden

eller

subtractions-
metoden

gare kartan kan dé synliggora nya kunskaps-
strukturer och begrepp. Detta dr dd exempel
pa kartor som innehaller en grupps samlade
kunskaper. I en jaimforelse blir det tydligt for
béade ldrare och elever om négra luckor finns i
associationerna mellan begrepp eller om elever
har olika uppfattning om hur begreppen ska
lankas samman.

En elev som vet hur begreppskartor ritas
och fétt en viss vana att gora det kan anvinda
verktyget i sitt eget lirande. Nar ett nytt avsnitt
bearbetats kan eleven forsoka rita sin egen
karta 6ver de nya kunskaperna. Det visar sig
att kartorna dr hogst individuella. Steg for steg
kan eleven i kartan rita in sin egen kunskaps-
utveckling och se om det sker nytt larande eller
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inte. I samtal med liraren kan eleven diskutera
om hans karta stimmer med en mera allmin
syn pé begreppen eller om eleven kanske fatt
en vag eller oklar bild av hur begreppen hinger
samman.

For att skapa utmaningar i lirandet kan
lararen lata elever rita sina egna enskilda
begreppskartor och direfter be dem att i sma
grupper jamfora sina kartor inbordes. Elever
uppticker da likheter och skillnader och vir-
defulla diskussioner uppstar om varfér de har
olika uppfattningar pé vissa punkter. Det kan
leda till att ndgon elev dndrar uppfattning och
ser nya mojligheter att forstd begreppssam-
banden. Elever kan uppticka att vissa kartor
ar rikare 4n andra och har fler linkar. De kan
fa impulser att inforliva fler delar i sin egen
karta och pa sa sitt utvidga sin syn pd begrep-
pen inom omrddet. I samtalen far elever till-
falle att utveckla ett matematiskt sprék och fir
ge uttryck for hur de tinker matematiskt och
motivera det for kamraterna. Resonemang och
samtal av detta slag dr visentliga for ldrandet
(Schoenfeld, [10]).

Kartorna kan anvindas for ldraren att skapa
sig en bild av hur en student tinker. De fung-
erar dd som ett alternativt diagnosinstrument,
som kan anvindas upprepade ganger. Lirare
kan anvinda begreppskartor for sin egen del.
Att rita en karta infor ett nytt avsnitt inne-
bér att du som ldrare tydliggor for dig sjilv
vilka centrala begrepp och delbegrepp du vill
behandla och hur du ser sambanden mellan
dem. Det kan tydliggora for dig som ldrare
vissa kopplingar, som du kanske annars inte
hade betonat s starkt. Om elever ska fi en god
begreppsuppfattning méste de f& de viktiga
begreppen belysta ur olika aspekter si ett de
far en rik och nyanserad begreppsbild (Niss,
(5]).

Sammanfattningsvis gor jag en oversikt
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over hur begreppskartor kan anvindas dels i
grupp eller klass dels for enskilda elever:

I grupp eller klass

En begreppskarta kan fungera

— som inledning eller brainstorm for att
diagnosticera kunskaper

— som avslutning, for att ssmmanfatta och
ge en helhetsbild

— vid genomgdng for att se var man fogar
till ny kunskap till den tidigare

— som startpunkt for jamforelser och dis-
kussion

For enskilda elever

En begreppskarta kan fungera

— genom att dokumentera elevens kunskaper
for henne sjalv

— for att skapa overblick

— for att kunna visa hur ny kunskap utvecklas
och fogas till den tidigare

— som jamforelse over tid for att eleven ska
kunna iaktta sin egen utveckling

— vid samtal med kamrat for jaimforelser

— for att utveckla sitt sprak inom dmnet

— for att se var det finns luckor i kunskaperna
eller outvecklade forestillningar

— for att sammanfatta studier

— for att repetera vid senare tillfdlle

For ldraren sjalv

En begreppskarta kan anvindas

— for att skapa overblick vid forberedelser av
undervisning

— for att strukturera sin undervisning

— for att bedoma och examinera elevers kun-
skaper

— f0r att prioritera vid val av stoff

— for att granska sin egen bild av kunskaper
inom ett omrade



Begreppskartor dr kraftfulla verktyg men man
maste sjilv ha provat pé for att verkligen kinna
styrkan i dem. Det finns god datorprogamvara
tillgdnglig pd nitet utan kostnad. Med ett pro-
gram som Cmap kan man enkelt rita tydliga
och bra kartor som kan vara till stor hjilp i
arbetet.
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